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Θέματα και Απαντήσεις

 Πρόβλημα 1 (μονάδες 6) 

Να αποδείξετε ότι για οποιονδήποτε θετικό ακέραιο   n    ο  ακέραιος αριθμός   A=813
n

+42n+1    είναι

σύνθετος. 

Λύση:

 Ο αριθμός    3n   είναι φυσικός και μάλιστα μεγαλύτερος του ένα  (1),     αφού   n∈N ¿ .    Όλες οι

δυνάμεις του   81   έχουν ως τελευταίο ψηφίο τον αριθμό  ένα  (1).

Επομένως το τελευταίο ψηφίο του αριθμού    813
n

  είναι   ένα   (1).

 Εύκολα διαπιστώνουμε επίσης ότι  όλες οι  δυνάμεις  του τέσσερα με εκθέτη  περιττό φυσικό αριθμό

έχουν ως τελευταίο ψηφίο το  τέσσερα.   Δηλαδή ο αριθμός    42n+1   λήγει σε τέσσερα   (4).

 Συνεπώς ,  ο αριθμός   Α=813
n

+42n+1   λήγει σε πέντε   (5)  και είναι μεγαλύτερος του  πέντε  (5).

Άρα διαιρείται πέραν της μονάδας και του εαυτού του και με το πέντε,   οπότε είναι σύνθετος.

 Πρόβλημα 2 (μονάδες 7) 

Ο Ανδρέας προσθέτει όλους τους θετικούς ακέραιους από το 1 μέχρι και το 2019.    Ο Βασίλης προσθέτει

τα τετράγωνα όλων των θετικών ακέραιων από το 1 μέχρι και το 2019.    Η Γεωργία προσθέτει τα τριπλάσια

των αριθμών που βρήκαν ο Ανδρέας και ο Βασίλης και στο άθροισμα που βρίσκει προσθέτει τον αριθμό

2020.     Να προσδιορίσετε τον αριθμό που θα βρει η Γεωργία.

Λύση:

Είναι:

Α=1+2+⋯+1009+1010+1011+⋯+2018+2019=
1+2019
2

.2019=1010.2019 ,

Β=12+22+⋯+20192=
2019 (2019+1 )(2.2019+1)

6
=
2019.2020 .4039

6
=
2019.1010.4039

3

Και

Γ=3 Α+3Β+2020=3.1010 .2019+3.
2019.1010 .4039

3
+2020⟹



Γ=3.1010.2019+2019.1010.4039+2020=1010 (3.2019+2019.4039+2 )⟹

⟹ Γ=1010 {3.2019+2019 (2.2019+1 )+2 }=⋯=1010 (2.20192+4.2019+2 )⟹

⟹ Γ=2.1010 (20192+2.2019+1 )=2020. (2019+1 )
2
=⋯=20203 .

 Πρόβλημα 3 (μονάδες 7) 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ ( ΑΒ=ΑΓ )με Α̂=30 °    και έστω    Μ καιΝ   τα μέσα των πλευρών του

ΒΓ και ΑΓ    αντίστοιχα.     Ο περιγεγραμμένος κύκλος   C AΓΜ   του τριγώνου    AΓΜ    τέμνει την πλευρά

ΑΒστοσημείο Δ.

Να αποδείξετε ότι η κάθετη από το σημείο   Ν προς την πλευρά ΑΒ    και η κάθετη από το σημείο

Γ προς την ΔΝ    τέμνονται σε σημείο του   κύκλου   C AΓΜ   που είναι  το κέντρο του περιγεγραμμένου

κύκλου του τριγώνου   ΑΔΝ .

(  Σημείωση: Σε ένα τρίγωνο  ΧΥΖ ,  ο περιγεγραμμένος κύκλος του είναι ο κύκλος που περνά από τις

κορυφές του   Χ ,Υ ,Ζ.      Αν    Ο    είναι το κέντρο αυτού του κύκλου,    τότε     ΟΧ=ΟΥ=ΟΖ ¿ .

Λύση:

Η διάμεσος   ΑΜ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ    είναι ταυτόχρονα και ύψος και διχοτόμος του.    

Συνεπώς το τρίγωνο   ΑΜΓ    είναι

ορθογώνιο στοΜ .

Είναι  γνωστό  δε  ότι  η  διάμεσος

ορθογωνίου  τριγώνου  που

αντιστοιχεί  στην  υποτείνουσα  του

ισούται με το μισό της.

Δηλαδή είναι:

ΜΝ=
ΑΓ
2

=ΝΑ=ΝΓ .

Επομένως ο περιγεγραμμένος κύκλος

του τριγώνου    ΑΜΓ    έχει κέντρο το

σημείο   Ν και ακτίνα :



ρ=ΜΝ=ΝΑ=ΝΓ .

Υποθέτουμε ότι η κάθετη από το σημείο   Ν προς την πλευρά ΑΒ   του τριγώνου    ΑΒΓ     τέμνει τον κύκλο

C AΓΜ στο σημείοτου Ρ .    Τότε το τρίγωνο    ΑΡΓ    είναι ορθογώνιο στο    Ρ .

Θα δείξουμε τότε ότι η   ΓΡ   είναι κάθετη στην   ΔΝ ,δηλαδήότι :ΓΡ⊥ΔΝ .

Το ευθύγραμμο τμήμα   ΜΝ    που συνδέει τα μέσα των πλευρών   ΒΓ και ΑΓ    του τριγώνου   ΑΒΓ    είναι

παράλληλο στην   ΑΒκαι ισχύει :ΜΝ=
ΑΒ
2

,Μ Ν̂ Γ=30 ° .

Είναι επίσης:

ΑΜ διχοτόμος Α̂⟹Μ μέσον του τόξου ΔΓ .

Τότε όμως είναι και    ΜΔ=ΜΓ ,οπότε το Μ     είναι σημείο της μεσοκαθέτου του   ΔΓ .

Αλλά είναι και  ΝΔ=ΝΓ (ακτίνες τουκύκλου) ,οπότε και το Ν  είναι σημείο της μεσοκαθέτου του   ΔΓ .

Συνεπώς ,   η μεσοκάθετος του    ΔΓ είναι η ΜΝ .    Δηλαδή η    ΜΝ είναι διχοτόμος της Δ Ν̂ Γ ,οπότε :

Δ Ν̂ Μ=Μ Ν̂ Γ=30 °⟹ Δ Ν̂ Γ=60 ° .

Άρα το τρίγωνο    ΔΝΓ     είναι ισόπλευρο ,   και θα είναι:

ΔΓ=ΔΝ=ΝΓ=ΝΑ , Δ Ν̂ Γ=60° (1 ) .

Στο ορθογώνιο τρίγωνο    ΑΚΝ είναι :Α Ν̂ Ρ=60 ° ,αφού Β Α̂ Γ=30 ° .

Δεδομένου ότι το τρίγωνο    ΑΝΡ    είναι ισοσκελές με   ΝΑ=ΝΡ και Α Ν̂ Ρ=60°   τελικά είναι ισόπλευρο.

Άρα    ΡΑ=ΡΝ=ΝΑ ,Ρ Α̂ Ν=60° (2 ) .      

Από τις    (1 )και (2 ) έχουμε ότι ΔΝ ∥ΡΑ .      Είναι όμως     ΡΑ⊥ΓΡ ,οπότε ΡΓ⊥ ΔΝ .

Συνεπώς η  κάθετη  από  το  σημείο    Ν προς την πλευρά ΑΒ    και  η  κάθετη  από  το  σημείο

Γ προς την ΔΝ    τέμνονται στο σημείο   Ρ   του   κύκλου   C AΓΜ .

Θα δείξουμε τώρα ότι το σημείο  Ρ  είναι  το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου   ΑΔΝ .

Πράγματι:

Αφού  είναι   Δ Ν̂ Γ=60 °και Α Ν̂ Ρ=60 °    θα είναι και:    Ρ Ν̂ Δ=60° .

Το τρίγωνο   ΡΝΔ    είναι ισοσκελές με   ΝΡ=ΝΔκαι Ρ Ν̂ Δ=60 °.    Επομένως τελικά είναι ισόπλευρο.

Άρα    ΝΡ=ΝΔ=ΔΡ (3 ) .        Από τις    (1 ) , (2 ) ,(3)     συμπεραίνουμε ότι:

ΡΑ=ΡΔ=ΡΝ=ΔΝ=ΝΑ (4 ) .



Επομένως  το σημείο   Ρ   είναι το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου    ΑΔΝ .

Σημείωση:   Να δείξετε επίσης ότι το τετράπλευρο   ΑΡΔΝ    είναι ρόμβος και ότι    ΜΡ=ρ√2 .


